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Flot horosphérique des repéres sur les variétés
hyperboliques de dimension 3 et spectre
des groupes kleiniens

Damien Ferte

Résumé. SoitT" un groupe kleinien. L'action sur\PSL(2, C) du sous-groupe unipo-

tent supérieur est conjuguée a un flot & deux paramétres sur le fibré des repéres or-
thonormés directs de la variété hyperboliqugH®. Nous montrons que la topologie

des orbites (compacité, divergence, densité dans I'ensemble non errant) est analogue a
la topologie du feuilletage horosphérique sur le fibré tangent unitaire des variétés hyper-
boliques. Nous établissons pour cela un résultat de “non arithméticité” du spectre des
groupes kleiniens.

Mots-clés: horosphére, groupe kleinien, ensemble limite, longueur de translation, action
linéaire.

Abstract. LetI" be a Kleinian group. The action of the upper unipotent subgroup
by right multiplication onl"\PSL(2, C) is conjugated to a two-dimensional flow on the
frame bundle of the hyperbolic manifold\ H3. We show that the topology of orbits
(compactness, divergence, density) is analogous to the topology of the horospherical
foliation on hyperbolic manifolds. In order to study dense orbits, we prove a result of
“non-arithmeticity” of the spectrum of Kleinian groups.

Keywords: horosphere, Kleinian group, limit set, length of translation, linear action.

Mathematical subject classification: 37D40, 20H10, 30F40.

0 Introduction

Le flot horocyclique sur le fibré unitaire des surfaces hyperboliques est conjugué
a l'action du sous-groupe unipotent supérieur BYPSL(2, R) ou I est un
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groupe fuchsien. i est de type fini, la topologie des orbites est connue: elles
sont, en restriction a 'ensemble non errant, compactes ou denses. Signalons
gue cette propriété caractérise la finitude du typ€ @§s]). Dans ce texte, nous
nous intéressons aux sous-groupes discrets déZP8). L'action du sous-
groupe unipotent supérieur de PLC) correspond dans ce cas a un flot a deux
parameétres sur le fibré des repéres orthonormés directs des variétés hyperboliques
de dimension 3; notre but est d’en étudier la topologie.

Nous considérons ici 'espace hyperboliddid = {(z,7) : z € C,t > 0}. Le
bord géométrique de cet espace est la sphére de Riethan@ U {co}. Notons
RHE le fibré des repéres orthonormés directs (une orientation étant fixée) de
I'espace hyperboliquEl®. Le groupe des isométries orientéedifeet I'espace
RH? s’identifient au groupe PSR, C). Chaque vecteur tangemtdéfinit une
unigue géodésique orientée dont les extrémités seront natées) etu(—oo).
Nous dirons qu’'un repére = (uo, u1, u) de RH?® estdirigé vers le point &
I'infini uo(+00). Nous définissons un flot & deux parameties..c sur RH?
appeléflot horosphérique des repér¢goir 1.1). Dans PS(2, C), ce flot est
représenté par I'action du sous-groupe unipotent supérieur

wofi(21)eee]

par multiplication a droite.

Si I' est un groupe kleinien, c’est-a-dire un groupe d’isométries orientées
agissant proprement discontiniment et liborementEur espace quotient \H?>
est muni d’une structure naturelle de variété localement isométridiie e
fioré I'\RH? s’identifie & I'ensemble des classes a droite de ®SC) par le
groupel’. Nous étudions la topologie des orbites du flbt), sur I'espace
homogénd\PSL(2, C) et de facon “duale” la topologie des orbites linéaires du
grouper .

Si x est un point quelconque d&3, l'orbite I'x est discréte dangl® et
s'accumule su€ enl'xNC. Cetensemble, notér-, qui estindépendant du choix
du pointx, est appelé &€nsemble limitdeI". Un pointé de I'ensemble limite est
dit paraboliques’il est fixé par une isométrie parabolique du grolipge rang
deé est alors par définition le rang du sous-groupe abéliete stabilisateur du
point&¢ dans le group&). Un point paraboliqué est ditparabolique borné&'il
estde rang 2 ou s'il existe deux disques ouverts disjoinfétm que laréunion
U de ces deux disques spitecisémenr s -invariante(i.e U est invariant pafs
ety (U) NU = ¢ pour toute isométrig del” — I's). Une définition équivalente
consiste a dire que le poitest parabolique borne si son stabilisatBuragit
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de facon cocompacte sui- — {¢} ([Bow]). Il est dit horosphériquesi toute
horoboule centrée encontient un point de I'orbit& x. Signalons qu’un point
de I'ensemble limite ne peut étre a la fois parabolique et horosphérique, ce qui
n'est plus le cas pour les espaces hyperboliques de dimension au moins 4 (JW]).
Il est dit coniques’il est la limite d'une suite dé"x restant a distance bornée
d’un rayon géodésique d’extrémgé Un point conique est donc horosphérique.

Le sous-ensembl® - de RH® constitué de tous les repéres dirigés vers un
point deL est invariant par I'action du grougde et du flot(k?),, nous notons
Qr sa projection dang\RH?3. L'application surjective

F : T\RH® — \TH3 : T'u = I'(uo, u1, uz) —> Tug

envoie I'espace des orbites du fl@f), sur le feuilletage horosphériqué tH?3
désigne le fibré tangent unitaire HE). Les résultats connus sur la topologie de
ce feuilletage horosphérique sont les suivants ([D2], [S]):

— Si le pointug(+00) N'appartient pas &r ou s'il est parabolique borné, la
feuille contenant le vecteur unitairg est fermée.

— La feuille contenanig est dense dans le sous-ensenib(®r) del"\ 7 *H?
si et seulement siy(+00) est un point horosphérique.

Les théoremes A et B établissent le méme type de comportement pour les
orbites du flot(h%), : le théoréme A montre que toute la dynamique du(é},
est concentrée dans I'ensemble non erganet décrit certaines orbites fermées
et le théoréme B caractérise les repéres (8 H2 dont I'orbite par le flot(h?),
est dense dar@r.

Théoréeme A. SoitI" un groupe kleinien non élémentaire. Soiin élément de
RHE dirigé vers le point & I'infinis.

(i) Sile pointt n'appartient pas & r, I'orbite dex dansI"\RH? par le flot
horosphérique est fermée. C’est I'image du plongement d’un plan.

(ii) Sile pointé est parabolique borné de rang 1, I'orbite deest fermée et
non compacte. C'est I'image du plongement d’un cylindre.

(iii) L’orbite de u dansI"\RH?® est compacte (c’est I'image du plongement
d’'un tore) si et seulement si le poifiest un point parabolique de rang 2.

Les homographies de la droite projective complexe qui préservent la droite
projective réelle sont les homographies a coefficients réels. L'ensemble de ces
homographies s’identifie au sous-groupe R&R) de PSL2, C).
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Théoreme B. Soitl" un groupe kleinien non élémentaire qui n’est pas conjugué
dansPSL(2, C) a un sous-groupe deGL(2, R). L'orbite d’un repére par le flot
horosphérique est dense dafag si et seulement si ce repére est dirigé vers un
point horosphérique.

Un sous-groupe discret d’'isométrieslfiéestgéométriquement fissi il existe
dansH?® un domaine fondamental, pour I'action de ce groupe, qui Soitexan
et délimité par un nombre fini de faces. A. Beardon et B. Maskit ont caractérisé
les groupes géométriguement finis a I'aide de leur ensemble limite: un sous-
groupe discret d’isométries d& est géométriquement fini si et seulement si les
points de son ensemble limite sont paraboliques bornés ou coniques ([BM],[M]).
D’autre part, F. Dal'Bo a affaibli cette condition: la finitude géométrique est
équivalente au fait que les points de I'ensemble limite sont paraboliques bornés ou
horosphériques ([D2]). Parmi les groupes geométriguement finis nous pouvons
distinguer certaines classes:

— Un groupe kleinien est un réseau (le volume de la vafi&fé® est fini) si
et seulement si il est géométriguement fini et I'ensemble lirhjteest égal au
bordC.

— Il est convexe-cocompact (I'ensemble non errant pour le flot géodésique
et le flot géodésique inverse est compact) si et seulement si tous les points de
I'ensemble limite sont horosphériques.

— Enfin, il est cocompact (la variélé H* est compacte) si et seulement si tous
les points du bord sont horosphériques.

Nous obtenons donc, en combinant ces caractérisations et les théoremes A et
B, le corollaire suivant:

Corollaire C. (i) Si un groupe kleinien non élémentalfeest géométriqguement
fini et n'est pas conjugué a un sous-groupeRIBL(2, R), les orbites du flot
horosphérique suf\RH? sont fermées ou denses da®s.

(i) Un groupe kleinienl” est un réseau si et seulement si les orbites du flot
horosphérique suF\ RH?® sont denses ou compactes.

(iii) Un groupe kleinienl” est convexe-cocompact et n’est pas conjugué a un
sous groupe d€GL(2, R) si et seulement si toutes les orbites du flot
horosphérique suf'\ RH?® sont denses dars.

(iv) Un groupe kleinied™ est cocompact si et seulement si toutes les orbites
du flot horosphérique sur\RH? sont denses.
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Le groupe PSI2, C) agit naturellement sur le quotient de C? — {0} par
{£Id}. Dans la suite, le terme “vecteur” désignera sans distinction un élément
de’V ou un de ses représentants d@AisPour un groupe kleiniefi notons Vi
le cone complexe d®& constitué des vecteurs dont la direction appartieht a
Nous obtenons alors des énoncés équivalents aux deux théorémes précédents.
Le Théoréeme B’ généralise le théoréme 2 de L. Greenberg ([G]) pour les sous-
groupes discrets du groupe &.C) (voir également [CG] pour un énoncé dans
le cas de sous-groupes de(@LR), n > 2).

Théoreme A'. SoitI" un groupe kleinien non élémentairevatin vecteur déV
dirigé vers le poink. Si& n'appartient pas &.r ou si¢ est un point parabolique
borné alors I'orbite dev est discréte dand’ U {0}.

Théoreme B’. SoitI" un groupe kleinien non élémentaire qui n’est pas con-
jugué dang’SL(2, C) a un sous-groupe deGL(2, R). L'orbite par le groupd”
d’'un vecteur deV est dense dan¥r si et seulement si I'origin® est adhérente

a cette orbite.

Pour établir le théoréme B (ou B’), nous utilisons uoegueur complexe de
translationet nous démontrons un résultat de “non arithméticité” du spectre de
ces longueurs (proposition D). C’est a ce moment qu'intervient I'hypothése que
le groupel” n'est pas conjugué a un groupe de matrices réelles.

Définissons Idlot géodésique des repéres’) g sur RH? par le transport
paralléle le long de lagéodésique orientée définie par le premier vecteur du repére.
Considérons une isométrie hyperboliguele H? de point fixe répulsif (resp.
attractif) y ~ (resp. y ). Cette isométrie agit par translation sur la géodésique
joignanty — ay*, notonsi(y) la distance de translation (I(y) 8). Soitu =
(uo, u1, up) un repére de I'espace tangent basé en un podte I'axe(y —, y 1)
et dirigé versy*. Lapplicationg=*) o y agit sur7,H?® par isométrie et fixe
ug donc agit par rotation sur le sous-espace orthogongl lus généralement,
le groupe SO(2R) agit sur I'ensemble des repéres orthonormés dont le premier
vecteur estg de la fagon suivante:

< cosf —sind

sind  cosd )'(MO,ML uz) = (uo, COSHu1+SiNOuy, — Sinbuy+Ccoshus).

On associe & l'angle de rotatiord(y) dansR/27Z ou le nombre complexe
") Le groupe SO(Rétant abélien, 'anglé(y) est indépendant des vecteurs
uy etu,. Il est aussi indépendant du choix du point de base sur (axey ™).
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Définition. La quantitéc(y) = I(y) + i6(y) (appartenant &/2i77Z) est la
longueur complexe de translatiaie I'isométrie hyperbolique .

Proposition D.  Soientl” un groupe kleinien non élémentaireSpt'adhérence
du sous-groupe d&* engendré par I'ensemble’c”)} oty parcourt 'ensemble
des isométries hyperboliques du grodpeAlors le groupeSr est égal &* sauf
siT” est conjugué a un sous-groupeleL(2, R). Et dans ce cas, le group
est égal aR* siT est conjugué a un groupe fuchsien et eg&l*asinon.

En particulier, nous retrouvons dans le cas des dimensions 2 et 3 le résultat
suivant (voir [D1]) : le spectre des longueurs d’'un sous-groupe d’isométries de
H" discret et non élémentaire n’engendre pas un sous-groupe disd@et de

Une autre conséquence estla minimalité de I'action du grose I'ensemble
non errant des rayons réels de(comparable au lemme 6 dans [G], voir aussi
la proposition 2.4 dans [CG]). L'espace des directions réelle¥ dgidentifie
au quotient de la sphére unisé de C? par I'application antipodale. Notons
la projection canonique

7 §¥/{#ld) = V/RY — CPt=C.

Corollaire E.  SoitI" un groupe kleinien non élémentaire et non conjugué a un
sous-groupe d®GL(2, R). Alors I'ensembler (L) est minimal parmi les
sous-ensembles non vides$fg{+Id}, fermés et invariants pafF.

Je tiens a remercier Francoise Dal'Bo pour ses conseils et encouragements.

1 Préliminaires

1.1 Flot horosphérique des repéres

Si x ety sont deux points d&l, si £ est un point du bord &t;),o un rayon
géodésique d’extrémitg alors la quantité

Be(x,y) = [ﬂrpood(x, re) —d(y,r)

existe et est indépendante du rayen,-o choisi. La fonctions; est lafonction
de Busemanau point¢ (voir [Bou]). Elle vérifie :

—Be(x,y) = Be(x, y) + B: (v, z) pour tous points, y, z deH? et

— By (¥ (x), ¥ () = B:(x, y) pour tous points, y deH? et toute isométrie

Y-
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Les lignes de niveau de la fonctiga(x, .) sont leshorospheregcentrées ef).
L'horosphére correspondant a la valeur O sera nftde).

Soit un repére: = (uo, u1, up) basé en un point de H3. La courbure de
I'espaceH?® est constante donc I'application exponentielle définit une isométrie
globale, pour la métrique riemannienne induite, entre le sous-espafghte
orthogonal a: et I'horosphéred; (x) centrée e§ = ug(+0o0) et passant par.

Pour tout; = 1, + it € C, I'application

¢ : R— H:(x) : s > exp(s(tius + touz))

est une géodésique @& (x) (pour la métrique induite) paramétrée par longueur
d’arc. Le vecteur unitaire, base e (1) et dirigé verst et les vecteurs’, u,

obtenus par transport paralléle des vecteurst u, respectivement le long de

la courbeg entre 0 et 1 forment dans cet ordre un repere orthonormé direct de
T4 H3. Cette action d&€ sur RH? définit le flot horosphériqueh?),.c sur
'espace des reperes. Ce flot, de méme que le flot géodésique des repéres, est
défini par des notions métriques. Par conséquent, ces deux flots commutent avec
I'action des isométries orientées de I'espace hyperbolique.

1.2 Isométries de I'espace hyperbolique et groupes kleiniens

L’'ensemble des isométries orientées non trivialedldese décompose en trois
sous-ensembles (invariants par conjugaison) : une isométedipttuesi elle
fixe (au moins) un point d&I®. Dans le cas contraire, elle gsraboliquesi
elle fixe un unigue point dé et hyperboliquesi elle fixe deux points dée.
Une isométrie parabolique fixant un po:;ntzle@ préserve globalement chaque
horosphére centrée én Si y est une isométrie hyperbolique, son point fixe
attractif (resp. répulsify* (resp.y ~) est le point vérifiant:

lim y"(x) = y* (resp. lim y"(x) = y~) pour toutx € H°.
n—+00 n——oo

La notationI'yy, désignera I'ensemble des isométries hyperboliques du groupe
r.

Nous rappelons une définition du birapport sur la sphére de Riemann. Le
groupe PSI2, C) agit (par homographies) simplement transitivement sur les
triplets de points d€ deux a deux distincts. S, b, ¢, d sont quatre points de
C, a, b, c étant deux a deux distincts, le birappletib, c, d] estlavaleufi(d) ou
h est 'uniqgue homographie envoyant le trip(et b, ¢) sur le triplet(0, oo, 1):

d—a c—a

b.c.d] = . .
la, b e.dl ==
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Le birapport est invariant par homographie. Le lemme suivant exprime la
longueur complexe de translation d'une isométrie hyperbolique a I'aide d'un
birapport. (On retrouve une égalité de J.-P. Otal et I. Kim vraie dans un cadre
plus général mais a termes réels. [O], [K]).

Lemme 1.1. Soienty une isométrie hyperbolique de points fixesety* et
£ un point deC — {y*}, alors:

[y, vyt & y@E)]=e,

Démonstration. Considérons, pour un nombre complexeérifiant|A| > 1,
l'isométrie hyperboliqué représentée parla matri€% chl) . Lespointsfixes
de I'isométrieh sonth~ = 0 etht = oo et la longueur de translatida (k) est
égale aInx?| + i arg(»®). Pour tout point deC différent de 0 eto:

[h™, k", €, h(E)] = [0, 00, &, %] = 27 = €!°®.

Le lemme est donc vrai podr. Toute isométrie hyperbolique est conjuguée a
une isométrie de cette forme et les deux termes de I'égalité sont des invariants
de conjugaison donc le lemme est vrai pour toute isométrie hyperbolique.

La proposition suivante regroupe les propriétés de I'ensemble limite d'un
groupe kleinien qui seront utilisées par la suite.

Proposition 1.2. (voir [B], [M]) Soit T" un groupe Kleinien.

(i) L'ensemble limitel- contient tous les points défixés par un élément de
r.

(i) L'ensemble limiteLr contient au plus deux points ou une infinité non
dénombrable de points. Le groupeest dit élémentaire dir est fini.

(iii) Si le groupeI’ n'est pas élémentaire, 'ensemhlg- est I'unique sous-
ensemble d&€ non vide, fermé['-invariant et minimal pour ces trois
propriétés.

(iv) Sile groupd” n’'est pas élémentaire, 'ensemble des coupjes y*) ol
y parcourtI';,, est dense dans 'ensemilg, &) € L : & # £'}.
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1.3 Modeéle algébrique et action linéaire

Le groupe des isométries orientées agit simplement transitivement sur le fibré
RH?3: I'application qui associe au repéte= (uo, u1, u») le triplet de points

(10(—00), ug(+00), u1(+00))

est une bijection d&RH?® sur I'ensemble des triplets de points deux a deux
distincts deC, ensemble sur lequel le groupe R3LC) agit simplement transi-
tivement. En choisissant comme repére d'origine le ref@ eorrespondant
au triplet(0, co, 1) (ce repére est basé au pain (0, 1) deH?®), nous pouvons
identifier PSI(2, C) avecRH®. Le repére correspondant a ’homographie
est dirigé vers le poiny (co). Soitz un nombre complexe, I'image du repére
Ro par I'applicationk?® est le repéere correspondant au trigletoo, z + 1). Ce
triplet est I'image du triplet0, oo, 1) par 'homographi€& — & + z. L'action

du groupe d'isométries P$2, C) surRH? est transitive et commute avec le flot
(h%), donc I'action du flot(h%),.c est représentée par la multiplication a droite
par le sous-groupe unipotent supérieur N.

Le sous-groupe N est le stabilisateur du vecteus (1> pour l'action

0
de PSI(2, C) sur’V = C? — {0}/{=£Id} donc I'espace des orbites du figt),
surRHS s’identifie &V par I'application:

PSL2,C)/N — V : YN+ *ye;.

Il'y a donc correspondance entre les orbites du flot horosphériquie, RUr° et
les orbites pour I'action linéaire dedans’V.
Dans la suite on identifiera souvekhtavec le produiC x C*/{%Id}: chaque

i . . z
vecteun = + (il) appartenant 3 définit un unique couplé&, o?) ou¢ = “
2 22

appartient & (¢ = oo sizy = 0) eta? = z3sizy # 0 (@? = 23 Sizy = 0). Si
[|.]| désigne la norme hermitienne standard@tiron a |||? > |«?|.

Limage Vi deRr ('ensemble des reperes dirigés vers un point.dgdans
'V est constituée des vecteurs dont la projection canonique@lap@artient a
Lr. Cet ensemble est invariant par I'action linéaireltlet I'action deC* par
multiplication.

Siy est une isométrie d&3, le vecteun = ye, de’V représente 'orbite par
le flot (%), du repérey (Ro). Soit (£, ?) le couple correspondant au vecteur
la norme hermitienne du vecteurs’exprime a l'aide du cocycle de Busemann
(le pointo = (0, 1) est le point de base du repeRg):
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Propriété 1.3.
||v||2 — pPe0y ()

Démonstration. Commet¢ = y(c0), on a:

IBE(O’ ]/(0)) = ,8)/(00)(0, ]/(0)) = ﬂoo(yfl(o)’ 0) = —Int

olly ~}(0) = (z.7) € C x R}. Siy estreprésenté par la matrite = <Ccl Z)
on a:

1
2 2 2
[[lv]|© = lal®+|c]” et = ———
lal? + |c|?

d’aprés la formule qui décrit I'action du groupe RRLC) surH?® ([B] p58).
L'égalité est vérifiée. O
De cette propriété, on déduit qu’un repéretifeest dirigé vers un point limite
horosphérique si et seulement si son orbite par |€/fot (identifiée a un vecteur
v de’V) vérifie:
0eTw.

Ainsi les Théoremes B et B’ sont équivalents.

1.4 Nombre dérivé d’'une isométrie

Une homographigé est holomorphe St — {00, h~1(c0)}, la définition suivante
étend la notion de nombre dérivé a toute la sphére de Riemann.

Définition. Soienty une isométrie d@I° représentée par la matri(e‘cz Z)

appartenant a SR, C) et & un point deC, le nombre dérivé de en¢ est le
nombre complexe non nyl’' (¢) défini par:

Y€)= si & ¢ {00, y (oo},

(c& +d)?

/ 1 H -1
v == sl §=00#y (),

y'(E) = si &=y *(c0) # o0,

(aé + b)?
/ 1 2 . —1
y(§)=—3=d" sl §=o00=y ().
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Remarque 1.4. Avec cette définition, sy~ ety ™ sont les points fixes respec-
tivement répulsif et attractif d’'une isométrie hyperboligue
)//()/i) — oFlc)

L'action du groupe d’'isométries sOf s’exprime a l'aide de ce nombre dérivé:

Lemme 1.5. Soienty une isométrie ett, o?) e C x C*/{#£Id} un vecteur de
Vv, alors:
y(E o®) = (y&),e?/' ™).

Démonstration. Soit (i Z) une matrice du groupe $2, C) représentant

lisométriey. On notera~ I'identification entreV etC x C*/{+Id}.
—Si§Fooety(§) #oo:

+b
vt = (ST )= (ZE et +d>2) = (r©. %' ®)Y).

—Sié=ocety(E) £o0:

y (00, a?) ~ ( ao ) ~ (Z a2c2> = (y(00), #?y'(00)Y).

co

—SitE=cety(¢) =00:
v (00, a?) ~ ( “g‘ ) ~ (00, a%a?) = (y(00), a2y’ (c0)Y).

—Sié£ooety(E)=o00:

yady = () 2 ot + 0 = (@1 O, O

Lemme 1.6. Soienty une isométrie hyperbolique €t &’ deux points de
distincts des pointso ety ~1(c0), on a I'égalité suivante (dang):

(Y& —yEN? =y €)Y E)NE -&)2
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Démonstration. Soit( ‘Cl Z ) une matrice de S{2, C) représentant l'iso-

métrie hyperbolique:

(y(E) —y(E)? =

aE+b  af +b\°
cE+d c&+d

((@E 4 B)(CE +d) — (@€' + b)(cE +d)\
- (c& +d)(c&' +d)

, 2
= i >=y/(s>y/(s/>(s—s’>2. 0

(cE+d)(c&' +4d)

Remarque. Le flot horosphérique des reperes peut se définir sur des variétés
de dimensiom quelcongque mais on ne peut associer a une transformation hyper-
bolique un angle de rotation quersést égal a 2 ou 3 car le groupe SG{4, R)

doit étre abélien. Cependant, en représentantle groupe desisométries de I'espace
hyperboliqueH” a I'aide de matrices X 2, F. Ledrappier et M. Pollicott étu-

dient I'ergodicité de ce flot sur des revétements abéliens de variétés compactes
([LP]).\oir également [Br].

2 Orbites du flot horosphérique

1z
01

du sous-groupe N de P®2, C) est une immersion et I'action de est libre et
proprement discontinue, toutes les orbites du flot horosphéftigfiie sont des
immersions du plarC dansI'\RH3. Soitu un repére dirigé vers le poit
Si le stabilisateul™s du point¢ est trivial ou parabolique, il agit su€(u) et
I'application

Démonstration du Théoréeme A. Puisque le paramétrage— =+

T:\hS(w) — T\RH® : Tv+— v (%)

est injective et son image est I'orbife du repére: dansI"\'RHS. On en déduit
que l'orbite H est difféomorphe a I'espadg \i* (1) donc a I'espac€: \C — {£}
car I'application

Vis_ : hc(g) —C- {§} : v = (vo, v1, V2) —> Vo(—00)

est un diffeomorphismEg-equivariant (¥is_(v) = Vis_(yv) pour touty dans
Te).
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Il suffit donc de démontrer que, dans le caséoast un point parabolique
borné ou n'appartenant pas a I'ensemble limite, I'applicatiorest propre (ce
qui est évident si le poing est un point parabolique de rang 2). Notgn$a
projection canonique d&H? surH? etd(., .) la distance hyperbolique siif.

En conjuguant le groupE, nous supposerons ggeest le pointoo et, s'il est
parabolique, que I'application: z — z + 1 est primitive dan¥ ., (ce n'est pas

la puissance d’'une autre applicationidg). Soit(z,), une suite de nombres
complexes telle que la suitg® (1)), soit une suite d® H® convergente modulo

", il faut montrer que cette suite posséde une sous-suite convergente mgdulo
Silasuite(z,), posseéde une sous-suite bornée, c’est évident. Nous pouvons donc
supposer que ce n'est pas le cas, en particulier la suite de ppintsu)), tend

vers le pointoo. Il existe une suitdy,), dansr" telle que la suitdy, h* (u)),
converge dan®RH? vers un repére. Notonsy = p(v) le point de base du
repéerev. La distance

d(p(h*u), y,ty) = d(yup(h*u), y)

tend vers 0, donc la suite,1y), converge aussi vers ce qui est impossible

si ce point n'appartient pas&-. Supposons maintenant goe soit un point
parabolique borné. Sold un domaine fondamental dé = C — {00} pour
l'action del'y,. Si le pointoo est de rang 1, le domairi2 est égal §z : 0 <

Rez < 1}; silerang est 2, le domairizest compact. Le con€(D) de basé® et

de sommetxo (fig. 1) est un domaine fondamental Hé pour I'action del'..

Pour toutn, il existe donc une isométrig, de T’ telle que le point, p(h%u)
appartienne &' (D). Ce point appartient également a I’horosphére centrée au
pointoco et passant pap (u).

c(D)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. 1 Fig. 2
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Si la suite(t, p(h*"u)), posséde une sous-suite convergente, c’'est également le
cas de la suitér, h*u), donc la suit€h® u),, possede une sous-suite convergente
modulol's.. Silasuite(t, p(h*u)), n'est pas bornée, le point paraboligueest

de rang 1 et il existe deux disques ouvert&dtont la réuniorl est précisément
I's-invariante. Ces deux disques sont alors tangents au gaihte coneC (U)

de baseJ (fig. 2) et de sommeto est aussi précisémefit -invariant. Les
pointst, p(h*u) tendent verso dans I'ouvertC (U). Puisque

lim d(z,p(h*u), 7y, *y) = lim d(y,p(h*u), y) =0,
n—+00 n——+o0o

les pointsy,~1y appartiennent aussi@(U) a partir d'un certain rango. De
I'égalité

VoraVa(Va 'Y) = Vaiay
et de la propriété d€ (U) d'étre précisémenr ,.-invariant, on déduit que,
appartient ay,,I'sc pour toutn plus grand quer,. La suite(h*'u), est alors
convergente modulb,, (verSy,;olg).

Nous avons donc montré que 'applicatiof) est un plongement d'un plan,
d’'un cylindre ou d’'un tore selon que le poifitn’est pas un point limite, est
parabolique borné de rang 1 ou de rang 2. Il ne reste plus qu’a démontrer que
I'orbite d’'un repére est compacte seulement si ce repere est dirigé vers un point
parabolique de rang 2. Sil'orbit# est compacte, I'application

C— H CT\RH® : z+— Thi(u)

est une immersion surjective mais n’est pas un homéomorphisme. Elle n’est pas
injective donc il existey dansT” et deux nombres complexes distingtet z’

tels quey h*(u) = h¥ (u) ou encoreyu = h? *(u). Doncy est une isométrie
parabolique fixanto. D’apres ce qui précede, le stabilisatEyy estde rang 2]

La fin de cette section est dévolue a la démonstration du Théoréme B’.

Lemme 2.1. Soienty; ety, deux isométries hyperboliques de points fixes re-
spectifsy® (i = 1,2). On suppose que ces quatre points sont distincts deux &
deux et distincts du poirb. Soienf(r,,),, une suite non bornée d’entiers positifs
et(s,), une suite d’entiers relatifs telles que la suite de term&s(y,) +s,lc (v1)
converge ver§. Soitv = (y;", «®) un vecteur déV alors:

vy =7\
"n,,Sn 2 T 71
oo (s (22)

lim — -
n——+o0o yz — VZ
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Démonstration. D’aprés le Lemme 1.5 et laremarque 1.4 :

Vvt ) = v (vi, 2 (v 7Y = (v (), a2 () (7).

Comme le point/," est différent de/, , le pointy,” (y;") tend versy," lorsque
n tend vers+oo. D’apres I'hypothése sur le point’, pourn suffisamment

grand,y," (y;") est différent du pointo. On peut appliquer la Remarque 1.4 et
le Lemme 1.6:

(1" (v2) — 5" )’ = @Y )Y ) (vs = vit)’

v-r
DOﬂCyzr” yf"(v) = yzr"(yl‘"), a? _2—rnl+ elc(ra)+sule(yy)
Y2 — V2" ()

En faisant tendre vers4oo, on obtient le résultat. O

Remarque 2.2. Il existe toujours deux suiteg,), et (s,), satisfaisant les
hypothéses de I'énoncé.

Ic(i) : . In |)\'1| p .
En effet, posong,; = ¢'c) i =1,2. Sile nombrelnl—k| = — est rationnel
2 q

(p.q € N—1{0}), alors|A{r,”| = e?Pl=rinit2l = 1 donc il existe une suite
d’entiers(d,), tendant verstoo telle que lim,_, 1o, 27”4, = 1. On pose

N L .
est irrationnel, il existe

alorsr, = qd, ets, = —pd, pour toutn. Si ol
2
une suite non stationnaire d’éléments du groupe multiplicatif engendsé par

In [A]] In|iq|

A2 qui converge vers 1. Dans ce cas, pour out N, =n
In |)\2| In |)Lz|

1
irrationnel donc il existe des entieps etg, tels que[A;”" Ay — 1| < —. Quitte
n

ainversen;™ A", on peut supposer que, est positif. Les suite,), et (s,),
définies pav, = np, ets, = g, conviennent.

Lemme 2.3. SoientI" un groupe kleinien non élémentairg, une isométrie
hyperbolique dd" de point fixe attractify* etv = (y*, «?) un vecteur déVr
dirigé versy . Alors pour toute isométrie hyperboliqye deI” sans point fixe
commun aveg, les vecteursy *, a2e?c) et (y T, ale~2c() appartiennent
alwv.
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Démonstration. Supposons tout d’abord que le poidtne soit fixé par aucune
isométrie hyperbolique dE. Les pointsy;” et y:1(y ™) sont distincts donc il
existe une suit€g,), d’isométries hyperboliques de telle que la suite des
points répulsifs (resp. attractifg) (resp.g,”) converge vers le point" (resp.
y1(y™)) (prop. 1.2(iv)). Puisque ces deux points sont distincts des points fixes
dey, nous pouvons appliquer le lemme précédent a partir d’'un certain rang:

g (=) et
8w — 8

2
+_ o+
v = n(yﬂ,oﬁ(&>

donc le vecteur

i —nyh

appartient Iv. Les pointsy; ety sont distincts donc en appliquant le méme
raisonnement avec ces deux points, nous obtenons:

2 2
+ o+ - _ +
)/+, az —z/l YV yl _ Vl()/ ) c v g ﬁ
" —nyh n—rt

Ce vecteur est égal au vectegwr™, a?e?c?) d’aprés le Lemme 1.1. En
échangeant les roles g ety; , nous obtenons le vectegr, a?e=2c), Le
cas général se traite en conjuguant le groligdin que le poinbo ne soit pas
un point fixe hyperbolique. O

Démonstration du Théoréme B’. Une implication est évidente. Pour dé-
montrer la réciproque, nous utilisons ici la proposition D (démontrée dans la
section 3). Soitv = (£, @?) un vecteur déVr. Montrons d’abord (étape 1)
gue sié = y* est le point fixe d'une isométrie hyperbolique du grolipalors
I'ensemblel’v est égal &r. L'étape 2 consiste ensuite & montrer que si le point
£ est horosphérique, alors I'ensemble contient un vecteur dirigé vers le point
fixe attractif d’'une isométrie hyperbolique du groupe Il contient donc'Vr
d’'aprés 'étape 1.

Etape 1. Nous pouvons supposer l'isométrieprimitive dans le groupé’
(c’est-a-dire que’ engendre le stabilisateur dafigdu pointy ™). Dans ce cas,
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exceptées les puissancesydaucune isométrie hyperbolique Han'a de point
fixe en commun aveg (voir [M] p19). En remarquant que :

yz(y+7 az) = ()/er azeZIC(y)) et)/iz()/jL, az) = (y+, azele(:(y))

et en utilisant le Lemme 2.3, nous obtenons que, pour tout éléfngumgroupe
multiplicatif engendré par 'ensemble’?”’ : y € T'nyp}, le vecteury ™, a??)
appartient I v. D’aprés la proposition D, si le grougén’est pas conjugué a
un sous-groupe de PG2, R), 'ensemblel’v contient 'ensemble des vecteurs
deV dirigés versy*. Considérons maintenant un vecteur quelconaue?)
de "V et montrons qu'il appartient Bv. Le pointy appartenant a I'ensemble
limite Lr, il existe une suit&y, ), d'isométries dd" telle que la suitéy, (y 1)),
converge verg. Cette suite étant choisie, il existe une sijitg),, de nombres
complexes non nuls telle que la suite des nompfég)~a, converge verg2.
Les vecteurs, (y+, ,,) appartiennent &v et ils tendent, lorsque tend vers
+00, vers le vecteu(r, 2.

Etape 2. Le point& étant un point limite horosphérique, il existe une suite
(yn)n d’éléments dé" telle que la suit€||y, v||), converge vers O (propriété 1.3).
Puisquel|y,v||? > |e?y/(£)7Y, la suite(y, (€)~1), converge vers 0. Quitte &
prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que laguig), converge
dansC vers un point). Supposons tout d’abord quesoit différent deco. Soit

y une isomeétrie hyperbolique du groupene fixant pag et telle que ses points
fixesy ™ ety ~ soient différents du pointo (le groupel” n'est pas élémentaire).
Soit (r,), la suite d’entiers relatifs vérifiant pour tout> 1:

—(r + D) <INy E) 7 < —ral(y)

c'est-a-dire:
e—l(y) < |)/,:(§')_1€r"l(y)| <1.

En particulier cette suite tend vefso. Quitte & extraire une sous-suite, la suite
(v, (&)~ tem'c®) converge vers un nombig vérifiante™) < |g] < 1. La
suite de vecteurs:

YY) = (Y E), Pyl E) ™) (e E)7H

converge vers un vecteur dirigé vers. En effety’y, (§) converge verg ™ car
“T va(§) = n # y~ etlasuite(y’™), converge uniformément veys™ sur les
n——+0o0
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compacts d€ — {y~} (IM] p22). Pour montrer la convergence de la seconde
coordonnée, on utilise le Lemme 1.6 :

GV E) =Y N2 = Y G @D () ra€) — y A

(Le pointy ~— est distinct dexo ety " (00); ¥, (&) tend versy # oo ety y, (&)
tend versy™ # oo donc, poum assez grand, les hypothéses de ce lemme sont
vérifiées.) Donc

/ =1/, rn\/ -1_ . —1/. 7y — (Vn(g) - 7/_)2
Vo)WY )T =, &) () (v )(y’"yn(é) —
_ (Ya(E) —y7)?
— / 1 rnl([:(y)
%) e @) — 7 )2

et

. (n—y)?
'n — + 2 7
anOOy Vn(u)— ()’ ,Ol ﬁ(y_,'__y_)z .

Sile pointy est égal &o, soientg € PSL(2, C) tel queg(n) # ocoetl” = gl'g™?*
le groupe conjugué R parg. Le vecteun’ = g(v) appartient aVr = g(Vr)
et est dirigé vers le poing(¢) qui est horosphérique relativementta Le
raisonnement précédent montre que I'enserfihle= g(I'v) contientVr donc
Tv = "Vr. O

3 Spectre complexe des groupes kleiniens

Nous démontrons maintenant la proposition D et le corollaire E. Les Lemmes
3.1 et 3.2 sont adaptés de [D1], [O] et [K].

Lemme 3.1. Soienty, ety, deux isométries hyperboliques dont les points fixes
(notésy™, i = 1,2) sont deux & deux distincts, alors:

. n n n.,,n — — 2
lim e+ =lcriry) — , , +, +7°
n—+00 [yl Y2.Y2:11 ]

Démonstration. L'énoncé est invariant par conjugaison. La démonstration
du lemme consiste & conjuguer simultanément les isométries y, afin de
pouvoir appliquer le lemme 1.6. Il existe un rangtel que, pour touk >

no, le groupe engendré pa' ety est un groupe de Schottky donc libre et
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constitué uniguement d’isométries hyperboliques (voir [M]). Notgne point
fixe attractif de I'isométriey;'y; pourn > no. L'ensemble

{y; . v2 YU :n > nol U {ys (&) : n > no}

est dénombrable donc évite un point(dell existe une homographie envoyant
ce point sur le pointo. Donc, quitte a conjuguer, ety, par cette homographie,
Nous pouvons supposer que I'ensemble précédent ne contient pas lexpoint
D’apres la remarque 1.4:

DT = (1) (D) (1) () ) (13 ).

Pour toutr, chague homographie est holomorphe au point considéré. En parti-
culier:

(r1v2) G = (1) (V2 ED) (12) (5.
En appliquant le lemme 1.6, on obtient:

n,n

elcc(y{’)Jrlc(Vé’)flc(yl v:) —
_ ((V{’)(yf) - (yf)(yz"(sn)))z ((yz")(y{) - <y2”>(sn)>2
v1 — v (&) V2 — &

lGAHED D = [0, v ). v vy |

La suite(&,), tend vers le poing;" et la suite(y, (£,)), tend versy," car la suite
de fonctions(y4"),, tend uniformément verg,” sur les compacts d€ — {y, }.
On obtient le résultat par continuité du birapport. O

Pour un groupe kleiniel, considérons I'ensemble:

Dc(I) = {lc(yD) + lc(y2) — lc(1y2) © v1, v2 € Thyp tels queyrys € Thyp}

C’est un sous-ensemble du sous-group€dai = Z engendré par les longueurs
complexes des éléments hyperbolique$'de

Lemme 3.2. SoientI" un groupe kleinien non élémentaire Bt < C son
ensemble limite. Soie#t, &, &3, &4 quatre points dd.r deux a deux distincts,
alors:

[61, &2, &3, £4]° € €Pe(D),

(L'adhérence est ici 'adhérence dafis)

Bull Braz Math Soc, Vol. 33, No. 1, 2002



118 DAMIEN FERTE

Démonstration. Les pointsty, &, &3 eté, étant deux a deux distincts, il existe
deux suitesys ), et (y2.,), d'isométries hyperboliques dételles que:

lim vy~ =&, lm yf =&, lm y, =&, Ilim y5 =&;.
Vin =8 M yp, =&  Im y,, =&  Im y,, =48

n——+00

D’aprés le lemme précédent:

U e T Ic (v ) He )~k V5 )
[yl’n’ yz’n’ yz’n’ )/1”1] — k||m e 1n 2,n Ln’2n/
—+00

A partir d’'un certain rang, les isométries , et y,, n'ont pas de point fixe en
commun donc il existe un entieg et une suite d’entier&o(n)),.>n, tels que, pour
tousn > ng etk > ko(n) lisométrieyy{ ,y5, soit hyperbolique, en particulier:

Ic(vf,) +Ile(vs,) — e, vs,) € De(D).
On obtient donc, en faisant tendrerers+oo,
[yl_’n, Yo y{n, yfn]z € ePc@ pour toutn > ng

puis
[61, &2, &3, £4]° € P

en passant a la limite en O

Démonstration de la Proposition D. Le sous-groupeS(qui est le plus petit
sous-groupe fermé de* contenant I'ensemblg/c®) : i € I'hyp}) est un sous-
groupe de Lie réel d€*. Il faut montrer que si dimS< 2 alors $ est égal a
R* ouR?.

Supposons queSoit discretdan€*. Soienty une isométrie hyperbolique du
groupel™ et¢ un point de 'ensemble limité - distinctdey*. Le Lemme 3.2 as-
surequelenombie —, &, ¥, " (é)]2 appartientau sous-ensembfe ™ deSp
pour tout: > 1. Comme le poiny™ (§) tend versy ™ lorsquen tend verstoo, le
birapporfy ., &, y T, y"(§)] tend vers 1 donc par discrétude , £, y *, y" (g)]2
est constant et égal a 1 a partir d’'un certain rang ce qui est impossible.

Supposons querSsoit un sous-groupe de dimension 1. La composante con-
nexe $ contenant 1 est un sous-groupe a un parametfe“dke la forme:

R— S 1+ e

avecw un nombre complexe n'appartenant pas@aZ Selon le nombre et
les autres composantes connexes @des cas suivants se présentent:
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)
-/
™~

\
N

Rew # 0 Rew # 0

(A) Rew =0 ® \mw ¢ 222 ©) i € 2inz

Soientéy, &, &3 trois points de I'ensemble limitér, deux a deux distincts.
Considérons I’homographiesuivante:

h : @—>@ . n'—>[$15§25§3’n]

La notationk? désignera I'application — (h(1))? (avecoo? = oo). C'est un
difféomorphisme local en tout point de— (€1, &). D'aprés le lemme 3.2,%(n)
appartient & pour tout point) de Ly — {£1, &, £3).

Montrons que les cas A et B sont impossibles. Supposons ggeitun tel
sous-groupe. Commi?(£3) = 1, il existe un voisinage connexe de &3 tel
queh?(U N L) soit inclus dans un voisinage de 1 dans Bu voisinage dés;
I'ensemble limiteL est donc inclus dans une sous-variété de dimension 1 (car
h? est un difféomorphisme local €R): il existe un ouvert connexg’ et une
sous-variété contenant tous les dewx tels que

UNL-CUNM.

Par densité d&'(&;) dansLr, il existe une isométriee dans le groupé telle
quey (&) appartienne &/’. Lapplicationy est un difféomorphisme d€ et
préservel - donc il existe un voisinage€ de&; envoyé dang/’ et vérifiant:

VAL C VNN

ol N désigne la sous-variétg—1(M). Le point&; sépareN NV en deux

composantes connexes (quitte a restreindreSoit N* une de ces deux com-
posantes telle qué, soit la limite d’'une suite(n,), de points appartenant a
N* N Lr. Lapplicationk étant un difféomorphismé,(N) est une sous-variété
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contenant 0 donc quitte & restreindre /(N ™) est une sous-variété dont un
bord est I'origine 0 et les points’(n,) appartiennent ;80 h2(N*). Si § est
du type A ou B, on peut choisify suffisament grand de fagon que & h>(N )
soient deux sous-variétés transverses®n,,). |l existe alors un voisinage’
deh?(n,,) tel que

VNS NAA(NT) = {h* (o))

et quitte & restreindre ce voisinage, on peut supposehgpesséde un inverse
local deV’ surW. Soitn’ un point deW N Lr, alorsn’ appartient av+t donc
h?(n’) appartient a

W(WNLrNNY) =h2(W)NK2(Lr) NR2(NY) C V' NS NRA(NT).

Doncn’ = n,, ce qui estimpossible cay,, n’est pas isolé dansr-.

Il reste a montrer que, dans le cas C, le groupes egal R* ou aR* et que
le groupel” est conjugué a un sous-groupe de RBIR). Commen(&3) = 1, il
existe un voisinag€’ deé&; dansC vérifiant

h(U) NSt C RY.

Puisqueh?(Lr — {£1, &, £3)) est inclus dans$y, h?(U N L) est inclus dans
R% . On en deduit qu’au voisinage gg I'ensemble limiteL- est contenu dans
la sous-variétéd—1(R U {oc}). Considérons une isométrie hyperboliqude I’
fixant y* et un point de 'ensemble limité - distinct dey*. Appliquons le
raisonnement précédent aiec= y —, & = £ eté; = y T il existe un voisinage
de y ™ dansLr envoyé suiR U {oo} parh. Donc il existe un rangg tel que
le birapport[y —, &, yT, y"(&)] appartienne & U {oo} pour toutn > ng. En

composant avec 'homographie—

Z S :
1 qui préserveR U {oo}, on obtient
7 —
[y~ y", & y"(§)] € R* pour toutn > no,

c'est-a-dire
e"c”) ¢ R* pour toutn > ng

d’aprésle Lemme 1.1. On en déduit g{”’ appartient &* donc que le groupe
Sr estR* ouR%. Il ne reste plus qu’a montrer que le groupeest conjugué
dans PSI2, C) a un sous-groupe de P@2, R). Puisquei?(n) appartient a S
pour tout pointy de Lr — {&1, &, &3} et les pointsty, &, et &3 sont envoyés par
h respectivement sur 0, 1 ed, I'ensemble limiteL est envoyé pak dans la
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réunionRUiRU{oco}. Donc en remplacant le groupepar son conjugugl’s 1,
on obtient:
Lr CRUIRU {oo}.

Le cercleR U {oo} et (éventuellement) le cercl® U {oo} sont les seuls cercles
deC contenant une infinité de points de I'ensemble linfitedonc tout élément

y deT préserve globalemeiit U {oo} ou échange ces deux cercles. Dans le
premier cas, I’homographijeappartienta PG{2, R). Dans le second cag fixe

ou échange les points d’intersection @et Elle ne peut pas les échanger (sinon
elle fixerait un point de la géodésique qui les relie) donc cette homographie est

. . , , A0
représentée par une matrice dlagorél% 51 ) Commex? (ou A~?) est

égal ae'c") qui est un nombre réel, ’lhomographieappartient a PG2, R).
Lorsque $ est le groupeR* , le groupel” est conjugué a un sous-groupe de
PSL(2, R) d'apres le théoréme suivant ([M] p108). O

Théoréme 3.3. SoitI" un groupe kleinien non élémentaire tel qu&y) > 0
pour toute isométrier deT", alorsI" est conjugué danBSL(2, C) & un groupe
fuchsien.

Nous utilisons maintenant la Proposition D pour démontrer le Corollaire E.

Démonstration du Corollaire E. Notons[v] la classe dan$®/{%Id} d’'un
vecteurv de V. Limage réciproque parr de chaque point d§3/{%Id} est

une orbite pour l'action par multiplication du groufie des nombres com-
plexes de module 1. Le sous-ensembte (L) de $3/{£Id} est invariant par

' et compact. D’aprés le lemme de Zorn, il contient un ensemble minimal
M. Les actions des groupé&set I' commutent donc, pour tout nombre com-
plexee’® dansU, I'ensemblee’? M est un ensemble minimal. Les ensembles
M et e’ M sont donc égaux ou disjoints. Le sous-grodpele U défini par

T ={e” € U| M = M} décrit donc la fibre der|y:

mp (r([v])) = T[v] pour tout[v] dansM.

C’est un sous-groupe fermé @eé Par minimalité del.r, la projection dev

parm estLr. |l suffit donc de montrer que le grouge contient 'ensemble
{€?]y € Thyp} puisque le groupe engendré par cet ensemble est dense dans
U d’apres la proposition D. Sojt une isométrie hyperbolique du groupede

point fixe attractify*, puisquer (M) = Lr, il existe un vecteur tel que[v]
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appartienne & et ([v]) soit égal & *. Le vecteun s'écrit (y+, «?) aveca
un nombre complexe non nul. Or

M3 yl=[yvl=Iyy" adl=[(y", a?c?)] = [Pv] = P[y].

L'ensemblee’? M est minimal. Les deux ensembles minimaux M€t M
n’étant pas disjoints, ils sont égaux darf”) appartient au groupe T. O
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